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Uber die Streuung von Rontgen-Strahlen an Kristallen
mit statistisch verteilten Defekten

Helmut Trinkaus

Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule Darmstadt
(Z. Naturforsch. 28 a, 980—994 [1973] ; eingegangen am 12. Februar 1973)
On the Scattering of X-rays from Crystals Containing a Random Distribution of Defects

The static correlation function governing elastic scattering of X-rays or neutrons by a defective
crystal is discussed for three degrees of imperfections, that is for slight, severe, and medium
distortions of the scattering crystal. In the exponent of this correlation function the main term,
which is linear in the defect concentration, is shown to be fairly independent of the particular type of
statistics describing the random distribution of the defects.

One condition for a successful analysis of defect structures using diffuse scattering data is that
the scattering function can be split into the individual contributions of all single defects. For two
regions, that is for the immediate vicinity of Bragg reflections (Huang scattering) and for the
asymptotic regions of distortion scattering, this “single-defect approximation™ is shown to be
useful even for higher concentrations. In this case the correlations due to a single defect have to be
corrected by a factor which takes into account the average correlation reduction by all other defects
(static Debye-Waller factor in the Huang regions and a similar but variable factor in the asympto-
tic regions).

The formulas given in this paper are applied to the sacttering by isotropic crystals containing

point defects of spherical symmetry.

I. Problemstellung

Viele Eigenschaften der Festkorper werden ent-
scheidend durch Gitterfehler bestimmt. Eine wich-
tige Untergruppe bilden solche Fehlstellen, deren
Ausdehnungen in allen drei Dimensionen klein ge-
gen die Ausdehnungen des Kristalles sind (Punkt-
defekte, Defekt-Agglomerate,
Eine Moglichkeit, Informationen tber die Struktur
solcher Defekte zu erhalten, besteht in der Analyse
der Intensititsverteilung diffus
Roéntgenstrahlen.

Gitterdefekte dndern das Streuvermogen der Ele-
mentarzellen und rufen Verzerrungen des Gitters
hervor. Schwankungen des Streuvermogens der
Elementarzellen fithren zu einem langsam verdnder-
lichen Streu-Untergrund (Laue-Streuung), wihrend
Verzerrungen des Gitters Verschiebungen der Re-
flex-Lagen, Verminderungen der Reflex-Intensita-
ten und in der Umgebung der Reflexe starke Bei-
tridge zur diffusen Streuung (Verzerrungsstreuung)
verursachen.

Die wenig verzerrten Gitterbereiche in grollen
Entfernungen von den Defekten bestimmen die
diffuse Streuung in der unmittelbaren Umgebung
der Reflexe (Huang-Streuung)!~7. Aus der Intensi-
tatsverteilung in diesen Gebieten erhilt man Aus-
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sagen iiber die Symmetrie der langreichweitigen
Verzerrungsfelder$-11,

Enthélt der Kristall stark verzerrende Defekte.
so dndert die Streuverteilung in grofleren Entfer-
nungen von den Reflexen ihren Charakter12-15,
Sie wird dort durch die stark verzerrten Umgebun-
gen der Defekte bestimmt. Hier kann die auf Ein-
kristalle erweiterte Stokes-Wilsonsche Naherung16- 17
angewandt werden13-15, Danach streut jeder ,,diffe-
rentielle” Teilbereich, der klein ist verglichen mit
dem Abstand zum néchsten Defekt, in einen, seiner
Deformation entsprechenden, Teilbereich des rezi-
proken Gitters (,.lokale Anderung der Reflex-Lage"
15). Die mittlere Intensititsverteilung in der Um-
gebung eines reziproken Gitterpunktes ist ein di-
rektes Mal} fir die Haufigkeitsverteilung der drei
maligebenden Komponenten des Deformations-
tensors. Interferenzen zwischen den Streuwellen von
verschiedenen Teilbereichen 13- 11 (Interferenzen von
Glanzlichtern) konnen zu Oszillationen in der Streu-
verteilung fithren 18,19,

Die charakteristischen Merkmale der reflexnahen
Bereiche treten bei kleinen
Defektkonzentrationen am deutlichsten in Erschei-
nung. Entsprechend einfach werden in diesem Fall
die Formeln: Die Streu-Intensitit setzt sich additiv
aus den Beitrigen der Einzeldefekte zusammen
(Einzeldefekt-Naherung) 14,

und der reflexfernen
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Mit zunehmender Konzentration der Defekte
nimmt die Intensitdtsverteilung einen groberen,
mehr statistischen Charakter an. Bragg-Reflexe
und Huang-Streuung, die durch langreichweitige
raumliche Korrelationen bestimmt werden, treten
zuriick ; individuelle Merkmale der stark verzerrten
Umgebungen von Einzeldefekten, zum Beispiel Os-
zillationen in den asymptotischen Bereichen der
Verzerrungsstreuung, verwischen sich durch Uber-
lagerungen.

Damit stellt sich die Frage, welche Aussagen iiber
die Struktur von Gitterdefekten bei groferen Sto-
rungen noch aus der diffusen Rontgenstreuung ge-
wonnen werden konnen. Bei der Beantwortung die-
ser Frage hat man von Formeln auszugehen, die
auch dann noch brauchbar sind, wenn sich die
Streubeitrige der Einzeldefekte micht mehr additiv
iiberlagern (stark verzerrende Defekte in hoéherer
Konzentration).

Solche Formeln sind unter der Annahme einer
statistischen Verteilung der Defekte zuerst von
Krivoglaz 12, spater von Keating20 hergeleitet wor-
den. Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Formeln
wurde bisher nur fir die beiden Grenzfille sehr
kleiner und sehr groBer Storungen durchgefiihrt12:
13,15,20_ Eine erginzende Diskussion des haufig vor-
kommenden Zwischenbereiches 1018 steht noch aus.

Dies soll in der vorliegenden Arbeit nachgeholt
werden. Zunichst wird untersucht, in welcher Weise
sich die Einflusse isolierter Defekte auf die Streu-
verteilung bei hoheren Defektkonzentrationen tiber-
lagern und wie demnach die Ergebnisse der Einzel-
defekt-Naherung zu modifizieren sind. Dabei wird
diskutiert, wie sich die Art der Defekt-Verteilung
in der Verteilung der diffusen Streuung bemerkbar
macht. Danach wird die Streuverteilung vom
Grenzfall starker Gitterverzerrung her analysiert.
Es zeigt sich, daf} die beiden Grenzfille sehr kleiner
und sehr grofler Storungen durch eine Interpola-
tionsformel verbunden werden konnen. Als Beispiel
wird der Fall von sphérischen Defekten in einem
isotropen Kristall diskutiert.

II. Statistische Ansitze

Im folgenden werden fiir zwei Typen von Defekt-
verteilungen Formeln fiir die Streuung von Ront-
genstrahlen an defekten Kristallen hergeleitet. Da-
bei werden drei Voraussetzungen gemacht:

1) Die von den einzelnen Defekten erzeugten Ver-
schiebungsfelder tberlagern sich linear.

2) Die Defekte sind statistisch unabhingig verteilt.

3) Die Mittelung der Intensitit tiber alle statistisch
méglichen Defektverteilungen ergibt eine gute
Beschreibung der mefbaren Intensititen.

Der ersten Voraussetzung entsprechend machen
wir fir die Verschiebung u,, der m-ten Elementar-
zelle den Ansatz

Uy = Zz,luf;z. (1)
1

Darin ist u/, der Beitrag eines am Platz 4 sitzenden
Defektes zur Verschiebung u,. Um die Wirkung
von Defekt-Haufungen (Agglomeration) studieren
zu konnen, wird in einem der beiden statistischen
Ansitze formal angenommen, daf} die Zahl z; der
Defekte in der Zelle 4 auch grofler als 1 sein kann.
In allen Ansitzen mull gegebenenfalls noch tiber
mehrere Defekt-Arten summiert werden.

Im Rahmen der kinematischen Theorie ergibt
sich fur das kohdrente Streuvermogen des defekten
Kristalles, bezogen auf das Streuvermoégen des
freien Elektrons:

I=|3 Fexp{ik(rm+ 3 ziu.}+
m 2

+ Szudexp{ik(ru+ Sznm)}2.  (2)
u“ A

Hierin ist F die Struktur-Amplitude einer defekt-
freien Elementarzelle, A diejenige eines Defektes.
k ist der Streuvektor, ry, und r, sind die Ortsvek-
toren der Elementarzellen und der Defektplitze.
Elementarzellen werden mit lateinischen, Defekt-
pliatze mit griechischen Indizes gekennzeichnet.

Im folgenden wird der Ubersichtlichkeit halber
angenommen, da die Struktur-Amplituden F und
A durch Gitterverzerrungen nur wenig beeinflul3t
werden und deshalb als konstant betrachtet werden
kénnen. Auch thermische Schwankungen werden
vernachléssigt.

Den Voraussetzungen 2) und 3) entsprechend,
wird das Streuvermogen des individuellen Kristalls
iber alle statistisch moglichen Defektverteilungen
gemittelt. Um die Mittelung ausfithren zu koénnen,
wird der Ausdruck (2) zunédchst ausquadriert:

I=|F]23 ([lexp{ikziul,}> exp{ikrnna}

mn A
+2Re FA* S (z, [ exp{ikzyul,})> exp{i krm,}
mit A

+ 4125 <epzy [1exp{i kzaul,}> exp{ikry}. (3)
mu i
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Dabei werden die Abstinde zwischen den Streu-
zentren mit

Tmn=Tm — Tn, Tmu=Tm — Ty, Typ=Ty — Ty

und entsprechend ihre Anderungen mit wyp, Wy,
uy, abgekiirzt. Die beiden letzten Erwartungswerte
kénnen aus solchen von der Form des ersten gewon-
nen werden, wenn man formal nach den darin auf-
tretenden Phasenfaktoren, zum Beispiel nach
D mu = expiikul,} differenziert, also die Bezie-
hungen
d

/ AN\ —
Zu H € ).A/ =Ty
i

—{I125;
(lu 1

0 02
Czpzw [105) =0uau ~ + Tu s ~— <13
1 cry u Gy ]
(4)

benutzt. Bei der Anwendung der letzten Formel
darf in @, ,, erst nach dem Differenzieren u,, =0
gesetzt werden.

1. Einfache Besetzbarkeit der Defektplitze

Krivoglaz12 und Keating 20 legen der Mittelung
iiber die Defektverteilungen eine Statistik zugrunde,
die durch die folgenden Voraussetzungen definiert
ist:

1) Jeder Defektplatz kann nur einen Defekt auf-

nehmen (Fermi-Statistik): z; = {0,1}.

2) Die Besetzungszahlen werden als unabhdingig von-
einander betrachtet.

3) Gegeben ist die Wahrscheinlichkeit, dal ein Platz
besetzt ist, nicht aber die Gesamtzahl (Konzen-
tration) der Defekte.

Die Besetzungszahl z, nehme den Wert 1 mit der
Wahrscheinlichkeit ¢ an. Die Wahrscheinlichkeit,
einen Platz unbesetzt vorzufinden, ist dann gleich
(1 —¢). Dabei wird ¢ mit der relativen Konzentration
pro Zelle gleichgesetzt. Der Erwartungswert
eines Produktes von statistisch unabhéngigen Fak-
toren ist gleich dem Produkt ihrer Erwartungs-
werte. Damit kann man fiir den ersten Erwartungs-
wert in der Streufunktion (3) schreiben:

< H (‘\p{’t kz; uf.nn}> = H [1—=¢(l= exp{i kufnn})]
. : (5)
Hieraus erhilt man durch Anwenden der Beziehun-

gen (4) den zweiten und dritten Erwartungswert in
(3) und damit insgesamt:

I—|F]2STII — e(t — exp{i kul, )]

mn A
X exp{ikrmn} + 2cRe F A* S exp{i ku,
mu
X I} [1—c(l —exp{t ku,";,,,})] exp{ikry,} (6)
A
+ c(: —c¢)N|A|2 42|42 3 exp{2iku}}
X*H [1—ec(l— exp{l'kuf;,,};] exp{ikry}.
AF v

Hierin wurde mit u/, = 0 und u} + u), = 0 be-
riicksichtigt, daf} sich Einzeldefekte und Defekt-
paare nicht selbst verschieben. Mit N wird die Ge-
samtzahl der Zellen bezeichnet.

Keating 20 hat die Produkte in dieser etwas un-
ibersichtlichen Formel nach der Defektkonzentra-
tion entwickelt, ohne dabei zu berticksichtigen, daf3
darin, wie wir spiter sehen werden, Glieder auf-
treten, die mit dem Abstandsvektor divergieren21,22,
Die Moglichkeiten einer Entwicklung lassen sich
leichter beurteilen, wenn man die Produkte in (6)
als e-Funktionen von Summen iiber Logarithmen
schreibt und zunéchst nur die Logarithmen nach ¢
entwickelt, zum Beispiel

H [l —ec(1 —exp{ikul,})]

= exp{‘?ln[l —c(l — exp{ikuf;,n})]}

RS 1y I 7
_ﬂexp ui‘l Au' 1':/‘1 (4 ) (1' ( )
X > (1 —exp{ivkuy,})}.
A

Fir Konzentrationen ¢ <€ 1 kann man sich im Ex-
ponenten auf der rechten Seite von (7), und in ent-
sprechenden Ausdriicken in (6), auf die Beriicksich-
tigung des linearen Gliedes in ¢ beschrinken,12 so
dall man erhilt

I~|F|23exp{ikrmn}
mn

X exp{—o 3 (1 — exp{i kuly})} + ¢ N| A2
)
+2cRe FA* S exp{i kry,}exp{ikul} (8)

mu

X exp{—c¢ > (1 —exp{ikul,})}.
i

Um verstehen zu konnen, welche Vernachldssigun-
gen dabei gemacht wurden, soll vor einer weiter-
gehenden Entwicklung nach der Defektkonzentra-
tion zunichst noch ein zweiter Typus von Defekt-
verteilungen zum Vergleich diskutiert werden.
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2. Mehrfache Besetzbarkeit der Defektpliitze

Eine Mittelung iiber die Defektverteilungen soll
hier von den folgenden Voraussetzungen ausgehen:
1) Ein Defektplatz kann durch mehrere Defekte be-

setzt sein (Boltzmann-Statistik): z; < ¢ N.

2) Alle Besetzungszahlen haben gleiche a-priori-

Wahrscheinlichkeiten.

3) Die Gesamtzahl (Konzentration) der im Kristall
vorhandenen Defekte ist vorgegeben.

Die beiden ersten, zunidchst unphysikalisch wir-
kenden Voraussetzungen, kommen der Tendenz der
Defekte entgegen, Agglomerate zu bilden.

Nach den neuen Voraussetzungen sind die Mittel-
werte in (3) iber die N¢¥ Verteilungen der ¢N De-
fekte auf die N Zellen zu bilden. Bei festgelegten
Besetzungszahlen z; ist die Zahl der Verteilungen
von ¢N Defekten durch den verallgemeinerten
Binomialkoeffizienten (¢N)!/[] z;! gegeben. Das

i

Gewicht einer bestimmten Verteilung von Be-
setzungszahlen ist demnach gleich N=¢N(cN)!/ H 2l

Fir den ersten Erwartungswert in (3) erhalt man
damit
(cN)! ¥ 1 N & eN
73 preve A — - .
18 = gy 2 o 1% (v 22)
9)
Hierin ist die nicht gekennzeichnete Summation
iber alle Verteilungen der Besetzungszahlen z; zu
erstrecken. Die Zusammenfassung dieser Summe
von Produkten zu einer Potenz einer einfachen
Summe entspricht der Umkehrung des binomischen
Lehrsatzes fur N Variable.
Bei grofien Zahlen von Defektpliatzen kann fiir
den Mittelwert (9) geschrieben werden

<H¢z‘>—exp {¢cNIn[1 — (1/N) z 1— @]}
exp{—c 3 (1— By}
2

Unter Benutzung von (4) erhdlt man hieraus die
beiden anderen Erwartungswerte von (3). Im Grenz-

fall eines unendlich groBen Gitters, N — co, nimmt
damit die Streufunktion die Form an

I=|F|23 exp{ikrma}
mn .
x exp{—c > (1 —exp{iku,,})} +cN
2
+2cRe FA* Y exp{ikryu}
mu

Al2

(10)

X exp{iku!}exp{—c 3‘ 1 — exp{i kul, )}
+c2|4]? Zexp{zkrw} exp{2ikul}
uy
X exp{—ec > (1 —exp{ikul,})}.
Z

Die Exponenten in den e-Funktionen dieser Formel
sind linear in der Defektkonzentration. Die Be-
schrinkung auf diese Glieder in den entsprechenden
Exponenten der fritheren Formel (8) erhilt damit
eine formale Interpretation. Korrekturen durch
Terme hoherer Ordnung liegen innerhalb der Gren-
zen der Ungewilheit in der Kenntnis der tatsdich-
lichen Form der Verteilung.

II1. Entwicklung fiir kleine Storungen

Im Rahmen der kinematischen Theorie wird die
Verteilung der Streu-Intensitit durch die Auto-
korrelationsfunktion der Struktur-Amplituden be-
stimmt. Die durch Gitterverzerrungen bewirkten
Storungen der im idealen Gitter gegebenen Korrela-
tionen werden durch die in (10) auftretenden e-Funk-
tionen exp{—c > ...} beschrieben. Eine Analyse

i

der darin vorkommenden Exponenten — wir wollen
sie Storungs-Exponenten nennen— ist der Aus-
gangspunkt fiir die Diskussion der Streu-Verteilung.

1. Die Storungs-Exponenten fir grofle Abstinde

Wir analysieren die in den Korrelationsfunk-
tionen enthaltenen Exponenten 7', zum Beispiel in

e~Tmn . Tpp=c> (1 —exp{ikul,}).
2

(11)

Im Innern von groflen Kristallen kann 7' wegen der
Translations-Invarianz des Gitters nur noch eine
Funktion des Abstandes zwischen den Streuzentren
sein.

Da der Beitrag eines Defektes zur Verschiebung
eines Streuzentrums mit zunehmender Entfernung
zwischen beiden rasch abfillt, kann bei groBen Ab-
standen r,,, zwischen zwei Streuzentren immer nur
einer der beiden Beitrige, u’, oder u/, merklich von
Null verschieden sein. Deshalb kann man fir 7
asymptotisch schreiben

T—sc3(1—explikul})
2

+eS(1—exp{ikul}) = To. (12)
i
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Dabei kann der Realteil von 7' nicht mehr von den
Ortsvektoren r,, und r, abhingen:

ReTw=2c3> (1 — coskuf’m)) =cR>ReT. (13)
)
Andererseits wird sein Imaginérteil wegen
{pp) —> €Tmn
eine lineare Funktion des Abstandes:
(14)

ImTo— —¢ S kuty, = — k(€ rma) .
2

Hierbei ist € die makroskopische Deformation des
Gitters.

Fiir die Bragg- Reflexe sind Korrelationen zwischen
Streuwellen maBgebend, die von Gitterbausteinen
mit groflen Abstinden ausgehen. Entsprechend be-
stimmt Re Tl die Verminderung der Reflex-Inten-
sititen, Im Ty, die Verschiebung der Reflex-Lagen.

Es lassen sich zwei Klassen von Defekten unter-
scheiden, je nachdem ob Re 7, konvergiert oder
nicht12, ITm ersten Fall kann die Streuverteilung in
regulire Reflexe und diffuse Streuung aufgespalten
werden ; im zweiten Fall treten verbreiterte Linien
auf (,,Quasi-Linien*’), bei denen eine solche Auf-
spaltung nicht mehr moglich ist. Der erste Fall ist
nur bei Defekten moglich, deren Ausdehnungen in
allen drei Dimensionen begrenzt sind (,,punkt-
formige** Defekte). An solche Defekte wird im
folgenden hauptséchlich gedacht.

2. Entwicklung nach Abweichungen von den asympto-
tischen Storungs-Exponenten

Eine ,.konsequente’* Entwicklung der Intensitits-
verteilung (10) nach der Defektkonzentration ent-
hialt im Fall grofler Kristalle Ableitungen von
scharfen, d-formigen Funktionen. Eine solche Ent-
wicklung ist fiir eine Diskussion der Streuverteilung
ungeeignet. Diese Schwierigkeit 1t sich umgehen,
wenn man die rdumlichen Korrelationsfunktionen
in (10) nicht vollstindig nach den zur Defektkonzen-
tration proportionalen Storungs-Exponenten ent-
wickelt, sondern nur nach der Differenz

T—To= —c> (1—exp{ikul}) (1—exp{—iku,})
g (15)
Dann erhélt man in erster Naherung

I~eR{{F|23 exp{ikr'mn}
mn
X[+e>(1— exp{ikufn}) (1 —exp{— ikuf;})]
i
+2cRe FA* S exp{ikr,,+ ikul} +c|a]2}.
mu

Hierbei werden mit r’ = (1 4 €) r die Ortsvektoren
der Zellen im mittleren, durch die Defekte deformier-
ten Gitter bezeichnet.

Konvergiert Re 7T, mit wachsendem Abstand
zwischen den Streuzentren, wie im Fall punktfor-
miger Defekte, so kann die Streuverteilung in
Bragg-Reflexe, I, und diffuse Streuung I, auf-
gespalten werden:

I~ {|F|2(1 —cR)Sexp{ikr,,)

mn §
mn

+2cReFA* 3 exp{ikr,,},
mu

Ip~Ig=c3|F 3 (exp{ikul)} — 1)
A m

X exp{ik("/m - rll>} + 4 |2 ’

(16)

Fir die diffuse Streuung erhilt man die in einer
vorangehenden Arbeit1? auf direktem Weg kon-
struierte Einzeldefekt-Nédherung: Die Streuvertei-
lung setzt sich inkohédrent additiv aus den Beitrigen
der in einem mittleren Gitter isoliert gedachten
Einzeldefekte zusammen. Die dabei auftretenden
Amplituden enthalten zwei Terme: einen, der durch
die Gitterverzerrungen bestimmt wird (Verzerrungs-
streuung) und einen zweiten, der die Eigenstreuung
der Defekte beschreibt (Laue-Streuung).

Um die Korrekturen zur Einzeldefekt-Nédherung
kennenzulernen, betrachten wir den Spezialfall von
Bragg-Reflexen mit reiner Verzerrungs-Streuung,
also 4 =0, I = Ig+ Iy. Die Abweichung (15) vom
asymptotischen Storungs-Exponenten (12) kann
durch die Fourier-Transformierte der entsprechen-
den Einzeldefekt-Naherung /g ausgedriickt werden :

Ig(k,K)=c|F|23> 5 (exp{iku,} — 1)

A mn
% (exp{—ikul} —1)exp{i K’ Fon)
T — Too = —C | S(k’ k,) exp{_ ik r/,nn} dT k' >

v

v Ig(k K)

mit 2n) eN|F|2-

Sk, k) =

Dabei ist die Integration im k-Raum tiber einen
Periodizititsbereich der Grolle v* = (27)3/v zu er-
strecken. Entwickelt man die Korrelationsfunktion
in der ersten Doppelsumme von (10) nach (7' —
Tw), so erhilt man

. (2 m)3
Ig+Iyv=eR]y+ N|F|2 e~ CcR
v
o0 Cl'
X {cS + > : S(")}. (17)
y=2 V:
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Hierin ist o die Intensitdt der Bragg-Reflexe im
Fall des idealen Kristalls und exp (— ¢ R) der durch
die Defekte bewirkte statische Debye-Waller-Fak-
tor. S® bezeichnet die »-te Faltungspotenz von S.
Durch die Faltungen wird die diffuse Streuung ab-
geflacht.

3. Entwicklung in der unmittelbaren Umgebung der
Reflexe

Die wunmittelbare Umgebung der Reflexe wird
durch das Verhalten der Storungs-Exponenten bei
groflen Abstinden zwischen den Streuzentren be-
stimmt. Die erste Nédherung einer Entwicklung nach
Abweichungen von den asymptotischen Stérungs-
Exponenten gilt hier deshalb auch noch fiir grof3ere
Defektkonzentrationen. Fiithrt man mit x = k — K
die Abweichung des Streuvektors k vom néchsten
reziproken Vektor K des mittleren Gitters ein, so
erhilt man aus (10) fir 4 = 0:

Ip~c|F|2ecRY | S kul, exp{inr |2 (18)
p

m

+c¢RN|F|2ecRIm 3 ku)exp{inr ).
m

In der unmittelbaren Umgebung der Reflexe iiber-
wiegt der erste Term: er wird héufig ,,Huang-
Streuung’ genannt?2 8-11,20. Durch den zweiten
Term kommt eine Asymmetrie in die Verzerrungs-
Streuung, mit einem Vorzeichen, das mit demjenigen
des Verschiebungsfeldes wechselt. (Zwischengitter-
Atome oder Leerstellen)13-15, Beide Terme enthal-
ten, wie die Bragg-Reflexe, den statischen Debye-
Waller-Faktor exp(—cR); sie verschwinden des-
halb bei groBen Konzentrationen.

Sieht man vom statischen Debye-Waller-Faktor
ab, so ergibt sich aus Formel (18), dal die Intensitat
in der unmittelbaren Umgebung der Reflexe additiv
beziiglich der Beitrige der Einzeldefekte ist. In
diesem Bereich folgt die Additivitit direkt aus der
vorausgesetzten linearen Superponierbarkeit der
Verschiebungsfelder 4.

4. Einflufp der Art der Defektverteilung

Der in der Defektkonzentration lineare Term der
Streuverteilung kann nicht von der Art der Vertei-
lung der Defekte abhingen, da er sich additiv aus
den Beitrigen der Einzeldefekte zusammensetzt.
Die Art der Defektverteilung kann sich erst in
héheren Néherungen bemerkbar machen.
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Im Fall der einfachen Besetzbarkeit der Defekt-
platze laBt sich eine dhnliche Entwicklung durch-
fithren wie in (17) fur den Fall der mehrfachen Be-
setzbarkeit13. Ein Vergleich der in ¢ quadratischen
Terme dieser Entwicklungen zeigt, daf ein Zulassen
von Defekt-Haufungen zu einer Erhéhung der
diffusen Streuung in der Umgebung der Reflexe
fihrt.

Diesen Effekt kann man sich auch am Fall einer
nicht-statistischen, echten Agglomeration verdeut-
lichen13:18_ Je z Defekte seien zu einem Agglomerat
zusammengelagert; die Konzentration der Agglo-
merate ist dann ¢/z. Der Stiarkeparameter des Ver-
schiebungsfeldes sei fiir einen einzelnen Defekt C.
Nimmt man an, dafl ein Defekt als Teil eines Agglo-
merates die gleiche Gitterverzerrung erzeugt wie als
Einzeldefekt, so ist der Stirkeparameter eines Ag-
glomerates gleich z(C. Bei punktférmigen Einzel-
defekten ist die Intensitét in der unmittelbaren Um-
gebung der Reflexe proportional zu cC2k2/%2 14
Nach der Agglomeration erhélt man den z-fachen
Wert. Dabei riickt die Grenze zu den asymptotischen
Bereichen der Verzerrungsstreuung, die bei Einzel-
defekten in der Gegend von C'k x2 ~ 1 liegt 14, niher
an die Reflexe heran. Jenseits dieser Grenze ist die
Intensitat proportional zu ¢Ck/x* und damit un-
abhiangig vom Agglomerationszustand13:18. Durch
die Erhohung der Streu-Intensitéit in der unmittel-
baren Umgebung der Reflexe nimmt die Gesamt-
Intensitit der diffusen Streuung auf Kosten der
Reflex-Intensititen um den Faktor }/z zu.

IV. Niherungen fiir groBe Storungen

Bei der Analyse von Rontgeninterferenzen sind
Gitterstorungen dann als grofl zu bezeichnen, wenn
die Autokorrelationsfunktion der Streuphasenfak-
toren (der Phasenfaktoren der Strukturamplituden)
mit wachsendem Abstand zwischen den Streuzent-
ren schnell vernachlissigbar klein wird. Dieser Fall
ist gekennzeichnet durch das Auftreten von soge-
nannten Quasi-Linien12 anstelle der regulidren Re-
flexe und durch das Verschwinden der Huang-
Streuung, also durch Re7.c=cR > 1. Bei grollen
Verzerrungen des Gitters (zum Beispiel durch De-
fekt-Agglomerate) tiberwiegt in der Nahe der rezi-
proken Gitterpunkte (ausgenommen 000) im all-
gemeinen die Verzerrungsstreuung die Eigenstreu-
ung durch die Defekt-Atome. Wir setzen deshalb
im folgenden A4 = 0.
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1. Ndherung fiir den Stérungs-Exponenten —
Das Krivoglazsche Vorgehen

Da bei groflen Verzerrungen des Gitters nur kleine
Abstinde zwischen Streuzentren fiir die Form der
Intensitédtsverteilung wesentlich sind, kann man
die relative Verschiebung u}, = u?, — u} im St6-
rungs-Exponenten (11) versuchsweise durch fol-
gende lineare Nédherung ersetzen:

Wy X (Fmn V) u(r —r2); r v 3 (rm 1) . (19)
Geht man in (11), der Kontinuumsnéherung von
(19) entsprechend, von der Summation zur Integra-

tion tber, so erhilt man

TaTy= : J{t —exp{ik(rmaV)u®(r)}}dr.
(20)

Darin ist v das Volumen einer Elementarzelle und
u’(r) das Verschiebungsfeld eines im Nullpunkt
lokalisierten Reprisentanten der Defekte.

Nach Krivoglaz12 erhidlt man die Intensitatsver-
teilung der an stark verzerrten Kristallen gestreuten
Strahlung dadurch, dal man den Storungs-Expo-
nenten 7" nach der Nédherung (20) explizit berechnet
und fir die entsprechende Korrelationsfunktion
exp(— 7') nach (10) die Fourier-Transformierte bil-
det. Die dabei auftretende zweimalige réaumliche
Integration kann sehr aufwendig sein. Dal sich die
Niéherung erheblich vereinfachen und dartiber hin-
aus anschaulich interpretieren laf3t, soll in den bei-
den folgenden Abschnitten gezeigt werden.

2. Ndherung fir die Ausldufer
der Verzerrungsstreuung

Die Ausldufer der Verzerrungsstreuung werden
durch das Verhalten der Korrelationsfunktion bei
sehr kleinen Abstinden zwischen den Streuzentren
(rmn—>0) bestimmt. Hier kann die Korrelations-
funktion auch noch bei grofieren Defektkonzentra-
tionen nach dem Stérungs-Exponenten (7'—0 fir
run—0) entwickelt werden. Fiihrt man diese Ent-
wicklung in (10) fiir 4 =0 durch und geht dabei
wieder von den Summen zu den entsprechenden
Integralen tiber, so erhilt man, unter Verwendung
von (20) und nach Abspalten der J§-Funktion, in
erster Niherung13-15

Iy~ Ins= (27)3 ¢ N (| F |2/v?)
X [0 (w+ V[kuA])dr.

(21)

Diese Ndherung 148t sich folgendermaBen inter-
pretieren: Die Ausldufer der Verzerrungsstreuung
werden durch die stark verzerrten Bereiche in der
unmittelbaren Umgebung der Defekte bestimmt.
Dabei streut jeder Teilbereich einer solchen Um-
gebung in einen seiner Deformation entsprechenden
Teilbereich des reziproken Gitters, wobei die Zu-
ordnung zwischen beiden Bereichen durch x =
— V[ku (7)] gegeben ist (,,lokale Anderung der Re-
flex-Lage®). Die Streuung vermittelt also eine, aller-
dings nicht eindeutig umkehrbare, Punkt-zu-Punkt-
Abbildung vom realen in das reziproke Gitter. Die-
ses Ergebnis entspricht einer Niaherung, die Stokes
und Wilson16 vorgeschlagen haben, um aus der
Form von Debye-Scherrer-Linien auf die Verteilung
der Gitterverzerrungen innerhalb polykristalliner
Materialien zu schlieBen.

Nach (21) ist die Intensitdtsverteilung in den
asymptotischen Bereichen der Verzerrungsstreuung
additiv beziiglich der Beitrige der Einzeldefekte
(Einzeldefekt-Naherung). Die Ursache hierfir liegt
darin, daf} die dort maligeblichen Zentren der Ver-
zerrungsfelder auch noch bei grofleren Defektkon-
zentrationen im wesentlichen durch jeweils nur
einen Defekt bestimmt werden. Dal} (21) dabei
nahezu iiber den ganzen stark gestorten Bereich
mit ku’ > 1 brauchbar ist, wurde am Beispiel von
sphérischen Defekten in isotropen Kristallen ge-
zeigt 13,14,

3. Die allgemeine Form der Stokes-Wilsonschen
Ndherung

Die Zentren der Quasi-Linien werden durch das
Abklingverhalten der Korrelationsfunktion bei wach-
sendem r,,, bestimmt. Die zu (21) fithrende lineare
Entwicklung der Korrelationsfunktion nach 7' wird
dort unbrauchbar. Eine sinngeméafle Ausdehnung
der mit der Naherung (21) definierten Punkt-zu-
Punkt-Abbildung vom realen in das reziproke
Gitter auf alle Bereiche des Gitters 1dt aber folgen-
des erwarten: Die Zentren der Linien werden durch
die weniger stark verzerrten Bereiche zwischen den
unmittelbaren Umgebungen der Defekte bestimmt.
Wegen der dort wesentlichen Uberlappung indivi-
dueller Verzerrungsfelder ist die entsprechende
Intensitit beigrofien Verzerrungen nicht mehr addi-
tiv in den Streubeitrigen der Einzeldefekte. Durch
die Streuung werden die Verschiebungsfelder der
Defekte nicht einzeln wie nach (21), sondern als
Gesamtheit in das reziproke Gitter abgebildet.
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Bei der Herleitung der entsprechenden Erweite-
rung von Naherung (21) ist es deshalb vorteilhaft,
auf die Zerlegung der Verschiebungen in die indi-
viduellen Beitrige der Einzeldefekte zu verzichten.
Nimmt man an, daf3 die fotalen relativen Verschie-
bungen wuy,, fir alle r,,, fir die die Korrelations-
funktion von Bedeutung ist, durch Naherungen von
der Form (19) und die Gittersummen durch die ent-
sprechenden Integrale ersetzt werden diirfen, so er-
hilt man fiir die Verzerrungsstreuung (4 = 0)13,14

| F
Iy~ Isw= "4~

X [fexp{ir'w+ir'V(ku)}dr' dr.
Nach Integration tiber (d t") folgt

| F|

Isw= 273" [8(x + V[ku])dr,

(22)

1)) 2

— (27) 1F|? S L (97):3}5,[31/, ) (_x
o v2 D T vzk3(k'

Der Index s bezeichnet die Bereiche, fiir die mit

% + V[ku] = 0 die Bragg-Bedingung erfiillt ist. D;

ist die Determinante der zweiten Ableitungen von

ku (Funktional-Determinante). > k3(V Ds)~! kann
s

als rdumliche Haufigkeitsverteilung @ der Verzer-
rungen Vu, interpretiert werden, wobei V das Vo-
lumen des Kristalles ist.

Die Ermittlung der Intensitdtsverteilung tber
eine direkte Bestimmung der Verzerrungsverteilung
diirfte vorteilhafter sein als der von Krivoglaz ein-
geschlagene Weg, der mit einer expliziten Bestim-
mung der Korrelationsfunktion beginnt.

4. Lage der Quasi-Linien

Bei mittelstarken Gitterstérungen (Bragg-Reflexe
stark reduziert, aber noch erkennbar; statischer
Debye-Waller-Faktor T ~ 1) wurde in einigen Fal-
len eine Aufspaltung der Linien in jeweils zwei
Komponenten beobachtet 20,23, von denen die eine
als reguldrer Reflex (Korrelationen fiir groe Ab-
stinde), die andere als die entsprechende, aus der
diffusen Streuung herauswachsende Quasi-Linie
(Korrelationen fiir kleine Abstédnde) interpretiert
werden kann. Dabei waren die Quasi-Linien gegen-
iiber den reziproken Gitterpunkten des wungestirten
Gitters weniger stark verschoben als die reguliren
Reflexe. — Wie kann diese Erscheinung verstanden
werden und welche Riickschliisse auf die Defekt-
struktur konnen aus ihr gezogen werden ?
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Die Verschiebungen der reguliren Reflexe und
der Zentren der diffusen Streuung gegeniiber den
reziproken Gitterpunkten des ungestorten Gitters
werden durch den Phasenteil der Korrelationsfunk-
tion (11) (Imaginirteil des Storungs-Exponenten)
beschrieben. Dieser hangt in den beiden Grenzfillen
kleiner und grofler Abstidnde zwischen den Streu-
zentren linear von der mittleren Verzerrung ab.
Dabei werden die regulidren Reflexe durch lang-
reichweitige Korrelationen und ihre Verschiebun-
gen dementsprechend durch die makroskopischen
Verzerrungen der Matriz (des noch eindeutig zu-
sammenhingenden Muttergitters) bestimmt ; fiir die
Quasi-Linien sind kurzreichweitige Korrelationen
und fiir ihre Verschiebungen deshalb die Mittelwerte
der ,,mikroskopischen** Verzerrungen mafgebend.
Die durch Stoérungen der langreichweitigen Korrela-
tionen verursachte Huang-Streuung schlieft sich
stets direkt an den reguliren Reflex an und mul
deshalb klar von dem durch kurzreichweitige Kor-
relationen bestimmten Teil der diffusen Streuung
unterschieden werden. (In der von Keating?20 an-
gegebenen Nédherung wird dieser Unterschied nicht
beachtet?l.) Dal} sich die makroskopische Verzer-
rung der Matrix vom mafigebenden Mittelwert der
mikroskopischen Verzerrungen unterscheiden kann,
soll im folgenden plausibel gemacht werden. Eine
ausfithrliche Diskussion wird an anderer Stelle
gegeben 24,

Bei der Beschreibung der durch Defekte verur-
sachten Gitterstorungen ist es vorteilhaft, die ei-
gentlichen Defektzentren getrennt zu betrachten
und das Verzerrungsfeld im tibrigen Bereich des
Gitters in zwei Anteile aufzuspalten: in ein Haupt-
feld, das die Umgebung der Defekte bestimmt (Feld
im unendlich ausgedehnten Korper), und ein zur
Berticksichtigung der Randbedingung (z.B. freie
Oberfliche) notwendiges Zusatzfeld (hdufig un-
schon |, Bildfeld™, ,,image field, genannt). Es laBt
sich zeigen24, daf der Beitrag des Hauptfeldes zum
Mittelwert der mikroskopischen Verzerrungen in den
Bereichen auferhalb der eigentlichen Defekt-Zentren
im allgemeinen gegen den Beitrag des Zusatzfeldes
vernachlissigt werden kann. Den Hauptbeitrag zur
makroskopischen Verzerrung der Matrix liefern des-
halb, neben dem kleineren Beitrag des Zusatzfeldes,
die Defekt-Zentren selbst. Die Lage der Quasi-Linien
relativ zu den reguldren Reflexen hingt nun davon
ab, wie stark sich die Beitrige der Defektzentren
zu den jeweils malBgebenden Mittelwerten der
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Verzerrungen unterscheiden. Unter diesem Ge-
sichtspunkt lassen sich die Defekte in drei Gruppen
einteilen:

1) Der Kern der Defekte (Agglomerate) besteht
aus einer lockeren Anhidufung leicht verzerrender
Atome. Das Gitter ist aufgeweitet, behilt aber seine
Grundstruktur. Der fiir die Verschiebung der Quasi-
Linien mafigebende Mittelwert der Verzerrungen ist
identisch mit der makroskopischen Deformation
der Matrix. Reflexe und Quasi-Linien fallen zu-
sammen.

2) Die Atom-Anordnung im Kern der Defekte
weicht so stark von der Umgebung ab (stark ver-
zerrende Punktdefekte, amorphe Ausfédllungen),
dal} sie keine Rolle fur die Form der Quasi-Linien
spielt. Die Quasi-Linien werden im wesentlichen nur
durch die Bereiche auflerhalb der Defekt-Zentren
bestimmt, ihre Verschiebungen demnach durch den
Mittelwert des von der Randbedingung abhingigen
Zusatzfeldes.

~3) Die Anordnung der eigentlichen Defekt-Atome

ergibt eine gute Korrelation mit dem umgebenden
Grund-Gitter. Dies tritt ein, wenn Punktdefekte zu
Versetzungsringen kondensieren. Hier verschwindet
in elastischer Naherung der rdumliche Mittelwert
der mikroskopischen Verzerrungen. Die Schwer-
punkte der Quasi-Linien liegen demnach an den
reziproken Gitterpunkten des wungestorten Gitters.
Jede deutlich erkennbare Aufspaltung der Linien
diirfte ein Hinweis auf das Vorliegen von Ver-
setzungsringen sein. —

Als quantitatives Mal} fiir die Verschiebung der
Linien bietet sich das erste Moment an. Da dieses
im allgemeinen nicht oder nur schlecht konvergiert,
mul} man die Bereiche um die Zentren der Streu-
verteilung im reziproken Gitter abgrenzen. Dabei
hingt die Grole der ersten Momente von der Form
der Abschneideflichen ab.

Die Bestimmung der Linienverschiebung kann
man dadurch vereinfachen, dafl man durch Inte-
gration tber jeweils zwei Koordinaten des rezipro-
ken Gitters zu einfacheren eindimensionalen Ver-
teilungen tibergeht und zunéchst deren Verschiebung
berechnet. Dies entspricht im dreidimensionalen
reziproken Gitter einer Begrenzung der Streuberei-
che durch Ebenen. Integriert man iiber zwei Ko-
ordinaten senkrecht zum betrachteten reziproken
Gitterpunkt, so erhilt man die Verteilung Ipsin der
entsprechenden Debye-Scherrer-Linie. Fiir den in

(10) enthaltenen Anteil der reinen Verzerrungs-
streuung folgt unter Benutzung der Krivoglazschen
Naherung (20):

Tos =g Iy (23)

. N ,
~ 7y [FI2 ) fexp{=To(Xlexp i XyJdX,

Darin kennzeichnet der Index k die Projektion
eines Vektors auf die Richtung von k; ry,, ist durch
X abgekiirzt.

Die Verschiebung der durch (23) beschriebenen
Linien gegentiber den reziproken Gitterpunkten des
ungestorten Gitters ist durch die Anderung des
Imaginérteils von 7'y beim Fortschreiten in k-Rich-
tung gegeben:

Axps= ¢Im Ty (X)X, . (24)
Die Verschiebung der regulidren Reflexe (und der
Huang-Streuung) wird nach (14) durch den Gra-
dienten von Im 7 beschrieben:

Aup = VxIm To(X). (25)

V. Der Beitrag von Korrelationen mittlerer
Reichweite

In der Stokes-Wilsonschen Niherung wird ange-
nommen, dal} alle Teilbereiche des Gitters unkorre-
liert in entsprechende Teilbereiche des reziproken
Gitters streuen. Zwischen den Streubeitrigen der
Umgebung eines Einzeldefektes bestehen aber in
Wirklichkeit recht gute Phasenbeziehungen. Die
daraus resultierenden Interferenzen zwischen den
Streu-Amplituden 314 fithren zu Oszillationen in
der Intensititsverteilung18 19 (Interferenzen von
Glanzlichtern). Bei der Herleitung einer entspre-
chenden Erweiterung der Stokes-Wilsonschen Néhe-
rung (22) hat man von den Amplituden der Streu-
wellen auszugehen und auf diese die Methode der
stationiren Phasen anzuwenden 13,14,

1. Korrektur der Stokes-Wilsonschen Ndherung

Tm Fall groBer Verzerrungen tragen bei gegebe-
nem Streuvektor nur solche Bereiche wesentlich zur
Streufunktion bei, fur die die Streuphase ¢ = nr
+ ku(r) stationiar wird:

%+ ¥ (ku) (26)

;=0
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Eine Entwicklung in der Umgebung dieser Stellen
ergibt fur die Amplitude der Verzerrungsstreuung 14

2 7)3/2
A~ (Fv) > (l/—ZD)/I expl{inrs+iku(ry)+ lizo}.
s S
(27)
Darin ist Dy = | ¢; 0; k u|,, die Determinante der

zweiten Ableitungen von ku und ¢ der Charakter
(die Signatur) dieser Matrix. Die Summe ist iiber
alle Stellen s stationdren Phase zu erstrecken. Das
Betragsquadrat dieser Amplitude ist bis auf den
durch die e-Funktion beschriebenen Interferenz-
term das Ergebnis (22) der Stokes-Wilsonschen
Néherung.

Im Verschiebungsfeld eines isolierten Defektes
gibt es bei gegebenem Streuvektor im allgemeinen
mindestens zwei Stellen stationdrer Phase. Die da-
durch entstehenden Interferenzen werden durch den
Einflu} der Verschiebungsfelder benachbarter De-
fekte verwischt. Diese Storung der Einzeldefekt-
Néherung ist um so geringer, je ndher die Stellen
stationdrer Phase bei einem Defekt liegen. Entspre-
chend sind die Oszillationen der Streuverteilung in
gréPeren Entfernungen von den Reflexen stirker
ausgepragt 19,

Um abschéitzen zu konnen, wie die Einzeldefekt-
Niherung durch Uberlappungen der individuellen
Verzerrungsfelder verschlechtert wird, muf} die
Korrelationsfunktion (11) fiar mittlere Abstéinde
zwischen den Streuzentren diskutiert werden.

2. Der Storungs-Exponent fiir Korrelationen mattlerer
Reichweite

Eine Entwicklung der relativen Verschiebung u’,,
zweier Streuzentren nach ihrem Abstand r,, geméaf}
(19) ist sicher nur fir r = r,, brauchbar, wobei r
der mittlere Abstand zum Ort des Defekts ist. Fuir
den Grenzfall sehr grofler Verzerrungen hat Krivo-
glaz12 angenommen, daf3 der Bereich r < r,,, wegen
seiner Kleinheit nicht wesentlich zum Stoérungs-
Exponenten beitriagt. Es zeigt sich jedoch, daf} es
gerade dieser Bereich ist, der fur die Interferenz-
terme in der asymptotischen Verzerrungsstreuung
verantwortlich ist. Sein Beitrag zum Stérungs-
Exponenten laft sich in asymptotischer Naherung
folgendermalflen abschitzen:

Die Phase im Integranden des Storungs-Expo-
nenten (11) wird bei Anderung der Defekt-Lage
an mindestens einer Stelle im Bereich zwischen den
Streu-Zentren m und n stationdr (bei einem zentral-

symmetrischen Defekt in der Mitte). Wir bertick-
sichtigen die Beitrdge dieser stationidren Stellen s
zusétzlich zu den mit (20) gegebenen Beitragen in
r = rmn, schreiben also

T —(c/v) [ (1 —exp{i(rmn V) (ku?)})dz;

— (¢/v) [exp{iku},}dT;.

um alle s

(28)

Dem durch den ersten Term beschriebenen mittleren
Verlauf des Stérungs- Exponenten werden durch den
zweiten Term schnell veranderliche Schwankungen
aufgepragt. Diese bilden das Gegenstiick zu den
Schwankungen in der Intensititsverteilung. Die Zu-
ordnung zwischen beiden liefert ein Kriterium fir
die Brauchbarkeit der Einzeldefekt-Naherung: ITm
folgenden Abschnitt soll gezeigt werden, dafl die
Einzeldefekt-Ndherung um so besser ist, je weniger
der erste Term in (28) die durch den zweiten Term
bewirkte Modulation der Intensitéitsverteilung her-
absetzt.

3. Modifizierte Einzeldefekt-Néiherung fiir die Inter-
ferenzterme in der Verzerrungsstreuung

Bei groBlen Storungen erhilt man fiur die Infer-
ferenzterme in der Verzerrungsstreuung — ahnlich
wie im Fall kleiner Stérungen fiir die gesamte Ver-
zerrungsstreuung — eine modifizierte Einzeldefekt-
Niherung (Kapitel ITI, 2), indem man vom Sto6-
rungs-Exponenten 7' das durch 7'y beschriebene
Verhalten bei r,,,—0 abspaltet und die Korrela-
tionsfunktionen exp(— 7') bis zum linearen Glied
des Restes entwickelt:

exp{— T} ~ exp{— To} [1 — (T'—To)]. (29)

Die entsprechende Intensitatsverteilung erhilt man
durch Fourier-Transformation. Dem vorangehenden
Kapitel zufolge entsteht dabei aus exp(— 7'p) die
unkorrigierte, dem gesamten Verzerrungsfeld zuge-
ordnete Stokes-Wilsonsche Naherung. Bei der
Fourier-Transformation des Restes kann man die
Methode der stationidren Phase anwenden, wobei
man exp{— T} als langsam verdnderlich gegen
(T — To) betrachten darf. Hierbei ergibt sich aus
dem Term mit 7', entsprechend (27), eine Doppel-
summe tiber die Produkte der Amplituden-Beitrige
aller Stellen rg, an denen die Phase im Verzerrungs-
feld eines Einzeldefektes (u) stationar wird; der
Term mit 7'y liefert, entsprechend der Stokes-Wil-
sonschen Niherung (SW), nur einfache Summen
iiber die Betragsquadrate dieser Amplituden. Es
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bleibt also
Iy~ Isw + > > exp{—To(rss/)} As# Ak . (30)

© s,s
Die Stellen stationdrer Phase sind hier durch

x + Vkut, =0 (31)

gegeben, wobei u# das Verschiebungsfeld eines Ein-
zeldefektes (i) ist. Treten in der Umgebung eines
individuellen Defektes nur zwe: Stellen stationérer
Phase, r, und r,, auf, so kann man fiir (30) schrei-
ben:

Iv ~ Isw + eXP{— To(res)} (g, a8 — Ig,sw). (32)

Die in Einzeldefekt-Néherung (E) auftretenden In-
terferenzterme werden durch den von » abhéngigen
Faktor exp{— T'(r,,,,)} verkleinert *.

Nach (32) ist die Einzeldefekt-Naherung nur dort
brauchbar, wo die Bedingung gilt

Re T (r,,,,) < 1. (33)

Dies ist fir kleine Abstinde ry ., die groflen
x-Werten entsprechen, also fiir die Ausldaufer der
Verzerrungsstreuung am ehesten erfiillt. In der un-
mittelbaren Umgebung der Reflexe (Huang-Streu-
ung) schrinkt die Bedingung (33), in Ubereinstim-
mung mit (18), die Einzeldefekt-Naherung am
stérksten ein; hier muf} gelten

ReT, < 1. (34)

Nach (13) bedeutet dies, dall die durch ku > 1
gegebenen, stark verzerrten Bereiche in der Umge-
bung der Defekte nur einen kleinen Bruchteil des
Gitters ausmachen diirfen14.

4. Eine Interpolationsformel fiir alle Bereiche der
Verzerrungsstreuung

Bei mittelgroBen Storungen, 7., ~ 1, ist es schwie-
riger als in den beiden Grenzfillen, 7% < 1 und
Tw > 1, eine iiber alle Bereiche der Verzerrungs-
streuung brauchbare einfache Streuformel abzulei-
ten. Hier kann man sich mit einer Interpolation
zwischen einer Formel fiir kleine Storungen und
einer solchen fir grofle Storungen behelfen. Fir
kleine Storungen benutzen wir, entsprechend (17),
I = (Io+ Ig) exp(— Tw), fir groBe Storungen die
Formel (32). Bei der Aufstellung der Interpolations-
formel kann man folgendermaflen vorgehen :

Man ersetzt in (32) 7'y durch eine langsam ver-
anderliche, stetige Funktion T, die Ty und T.
interpoliert, zum Beispiel durch 7'~ Min{7y, Tw}.

Aufllerdem erginzt man in (32), neben dem Beitrag
der reguliren Reflexe, einen Korrekturterm, der
zwar bei groBlen Storungen, 7. > 1, verschwindet,
bei kleinen Stoérungen, 7% < 1, jedoch dafir sorgt,
dall die Interpolationsformel eine Streuverteilung
ergibt, deren Verlauf in der Umgebung der Reflexe
und deren integrales Streuvermogen bis auf qua-
dratische Terme in 7. mit den entsprechenden
Groflen in der Formel fiir kleine Storungen tiberein-
stimmt. Dies wird zum Beispiel erfiillt durch

I = exp{— T} Io+ exp{— T (r,,,)} I
+ (1 - exp{_ T(ré‘;.\‘z)}
—exp{—Tw} (1 —exp{—Tw})) Isw.

Darin ist I die Intensitédt der Reflexe im ungestor-
ten Fall, Iy die Intensitiat der Verzerrungsstreuung
in Einzeldefekt-Naherung und Isw die Intensitit in
der pauschalen, dem gesamten Verzerrungsfeld zu-
geordneten Stokes-Wilsonschen Néaherung. Der Ab-
stand rg g, ist durch (31) gegeben, wobei wieder an-
genommen wird, dafl im Verzerrungsfeld des Einzel-
defektes nur zwei Stellen stationdrer Phase auf-
treten.

Bei Beriicksichtigung der in (35) enthaltenen
Diampfungsfaktoren (statische Debye-Waller Fak-
toren) reichen demnach die Einzeldefekt-Nédherung
Ix und die Stokes-Wilsonsche Nédherung Igw aus,
die Verzerrungsstreuung bei vorgegebenen Verzer-
rungsfeldern der Defekte zu bestimmen. Dabei
stimmt die Stokes-Wilsonsche Néherung im asym-
ptotischen Bereich mit der mittleren Verteilung der
Einzeldefekt-Naherung iiberein. Fir die zentralen
Bereiche der Streuverteilung erhélt man Isw ent-
weder dadurch, da man fir eine Modell-Anordnung
der Defekte die Héufigkeitsverteilung der Verzer-
rungen in den wenig verzerrten Gebieten des Gitters
berechnet, oder — wenn man mit einer Abschétzung
zufrieden ist — durch einen Ansatz, der die richtige
integrale Intensitat und das richtige asymptotische
Verhalten liefert. Fiir die Ddmpfungs-Exponenten
benutzt man am besten die beiden Néherungen fiir
ry.—>0 und r

(35)

—> 00,

8182 8182,

VI. Die Streuung an einem isotropen Kristall
mit stark verzerrenden kugelsymmmetrischen

Defekten

Der Einflul von Gitterverzerrungen in der Um-
gebung von Punktdefekten auf die elastische Streu-
ung von Rontgen- oder Neutronenstrahlen 1a3t sich
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am leichtesten an einem Modell studieren, bei dem
man die Defekte durch kugelsymmetrische elasti-
sche Singularititen beschreibt. In der Umgebung
einer solchen Singularitit hat dts Verschiebungsfeld
(Hauptfeld p) die Form

(36a)

ufn= C(rm— r;_)/]rm- r,1|3.

Im Fall einer kriftefreien Kristall-Oberfliche
wirkt das langsam verdnderliche Zusatzfeld ("image
field*< 5)25 wie eine konstante Verzerrung13,21

Sn 1—-2v c

3 1+ v (6%)

&g =
Darin ist v die Poissonsche Querkontraktionszahl,
Man kann die folgenden Ergebnisse dazu benutzen,
die Wirkung realer Defekte abzuschitzen, indem
man fir C einen effektiven Stirkeparameter Cety
einsetzt 913, gemal
1 1+

47 3(1—w)
Hier ist Av die durch den Defekt verursachte Vo-
lumenéanderung des Kristalles.

Beim Studium der Verzerrungsstreuung ist (36)
zunichst vor allem zur Beschreibung leichterer
Gitterverzerrungen benutzt wordenl 2.6, Spiter
wurde damit auch der Einflul} starker Verzerrungen
untersucht12-15, Hjer liegen fiir einige GroB3en bisher
nur qualitative Ergebnisse vor; Vorfaktoren sind
teilweise nicht- oder unrichtig angegeben. Im fol-
genden soll diese Liicke geschlossen werden. Fir die
beiden Grenzfille kleiner und groBer Verzerrungen
lassen sich sowohl die Korrelationsfunktion als
auch die Streufunktion in geschlossener Form an-
geben13:14:24 Fir die komplizierteren Ausdriicke
sollen hier aber nur die handlicheren Naherungen
angegeben werden.

|4v| .

Cefl =

1. Die Korrelationsfunktion in den Grenzfillen grofier
und kleiner Abstinde

Bragg-Reflexe und Huang-Streuung werden durch
das Verhalten der Korrelationsfunktion bei grofen
Absténden zwischen den Streu-Zentren bestimmt.

|0|krmf|x|d9°°-

oosgan

Clrmn [y

C
Y Chrmn2(Q)/RS U

1
"l sinu du dQ .
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Bei starken Verzerrungen in der Umgebung der
Defekte erhdlt man wenn man in (13) von der
Summation zur entsprechenden Integration tiber-
geht, fir den Realteil des Stérungs-Exponenten im
asymptotischen Grenzfall,

Re Tow=2c¢ [ {1 — cos(Ckr[r3)}dr

= (167/15) /2 cfv (|C] k)P'2. (38)

Die Abschwichung der Reflexe und der Huang-
Streuung ist durch exp(— Re7.) gegeben (stati-
scher Debye-Waller-Faktor). Dabei entspricht
Re T, dem Bruchteil der Bereiche, die wegen star-
ker Stoérungen (kw = 0,6) nicht zu langreichweiti-
gen Korrelationen beitragen.

Der Imaginirteil des Storungs-Exponenten ist
nach (14) durch die makroskopische Deformation
des Gitters gegeben. Aus der relativen Volum-
Anderung des Kristalls25

AVIV =127 " °
[V = gy
folgt
1—v
ImT .~ —4xn 1_*_'7 WC'krmn (39)

Far die Verschiebung der Reflexe und der Huang-
Streuung ergibt sich daraus mit (25)
1—vec

-— (k.

Aup= —4n
1—~v v

(40)

Die stark verzerrten Gitterbereiche bestimmen
das Verhalten der Korrelationsfunktion bei kleinen
Abstanden. Hier kann fir den Stérungs-Exponenten
die Naherung (20) benutzt werden 1. Fir den Bei-
trag des Hauptfeldes (36 a) ergibt sich

Tos

*-f{l—exp[zC’krmn/ )/r3]}dT.
Bei der Auswertung dieses Integrals ist es vorteil-
haft, mit der radialen Integration zu beginnen. Eine
Moglichkeit, diese auszufihren, besteht darin, das
ganze Argument in der e-Funktion des Integranden
durch eine neue Variable zu substituieren12:

(1 — cosu)du = %[C|k7mn_”2|dg:

(41)
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Bei der Berechnung von Im 7'/ mufl man beachten,
daB bei festgehaltenen Winkelkoordinaten das radi-
ale Integral mit der oberen Grenze R divergiert.
Man kann deshalb erst nach der Integration tber
den Raumwinkel zu R-—> oo iibergehen. (Krivo-
glaz12 und Dederichs15 haben diese ungleichmaflige
Konvergenz der radialen Integration nicht beachtet
und dementsprechend irrtiimlich von [ (2)dQ =0
auf Im 7'y = 0 geschlossen.)

Verzichtet man auf die von Krivoglaz eingefiihrte
Substitution, so 1d6t sich die ungleichméfige Kon-
vergenz des radialen Inteerals durch einige partielle
Integrationen beheben??. Die radiale Integration
fiihrt dann auf eine Bessel-Funktion, die anschlie-
Bende Winkel-Integration auf elliptische Normal-
Integrale. Fir spezielle Werte des Winkels @ =
< (k, rpp) vereinfachen sich diese erheblich,

fir @ =0,7 zu

Ret — 7 4
€ Op—‘gl//g 41,
2 1 Y3+1] C
T == 1 ==—1 A (42
ImTo, =3 3™ —ifje
fir @ ==n/2 zu
ReTo=A, ImTy=0,
T e
wobei A = ——|C|krms ist.
3 v

Fir den gesamten Verlauf zwischen diesen Werten

lassen sich einfache Niherungen finden:

Re T, ~ A{14-0,21 cos2@ — 0,12 cos2@ In|cos O}
(Fehler << 10/gg) , (43)

Im7, ~A4{032—0,16 |cos@ |} cos O

(Fehler < 5%) .
2. Korrektur der Einzeldefekt-Niherung

Die Ergebnisse der Einzeldefekt-Néiherung fir die
unmittelbaren Umgebungen der Reflexe und fir die
reflexfernen Teile der Verzerrungsstreuung konnen
aus einer fritheren Arbeit14 entnommen werden.

Im Bereich der Huang-Streuung sind die Ergeb-
nisse der Einzeldefekt-Néiherung durch den stati-
schen Debye-Waller-Faktor exp(— 7%) zu redu-
zieren. Die in Einzeldefekt-Naherung resultierenden
Interferenzterme in den Auslidufern der Verzerrungs-
streuung sind durch einen variablen Dampfungs-
faktor zu korrigieren, dessen Exponent nach (30)
aus 7o (rm;,n) berechnet werden kann. Dabei hat man
fir rp, den Abstand rg, der Stellen stationirer
Phase einzusetzen. Auch diese konnen der genann-
ten Arbeit entnommen werden:

o3 (1CF\2 / L
Tayge = 275 = 2273 ?) (cos ? + /'8 + cos2#)1/3,

cos2@g = 112 (cos ) -+ [/8 + cos2¥)2 — L.

Darin ist ¢ der Winkel zwischen C'k und % und @
derjenige zwischen k und r,,. Unter Benutzung
von (43) erhédlt man hieraus eine Nédherung fiir den
Dampfungs-Exponenten. Es zeigt sich, daf} dieser
hinreichend gut durch

8z ¢ (|C|k)¥3
el 3y xl/3

% (sin2 92 - 292
¥ (sin2 /2 + 1,5 cos?29/2)

ReT (r

(44)
beschrieben wird.

Mit diesen Korrekturfaktoren konnen wir fir die Verzerrungsstreuung zusammenfassend schreiben *:

fir |C|kx?<1:
F|2 | 16z
2 O g
far IC|K‘%2>1:

Iv~cN

— G
V2n—(|C
"

I Fl2 |C|k ] ,
Iy~ 128 -—c¢ N —; f(®) {1 4 sin[3(2|C
27 v2 4

X (’Xp[—

mit

F(0) =g(0) =1.

Der in (46) enthaltene Dampfungsfaktor reicht
nicht aus, die schlechte Beobachtbarkeit der Inter-
ferenzterme 18:19 zu erkliren. Da starke Verzerrun-

kPZ}bGnHCkF

cosZ 6472 __cost) B
_ V2&(|C| k)2 (45)
»2 15 %

kx2)13 g ()]

87 ¢ (|C|k)¥3
3 v

x1/3

(sin? #/2 4 1,5 cos? 0/2)}} (46)

gen des Gitters vor allem durch Defekt-Agglomerate
erzeugt werden, durfte die schwache Ausprigung
der Oszillationen in der Intensitatsverteilung haupt-
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sichlich auf starke Schwankungen in der Agglo-
merat-Grofe (Stiarke-Parameter C) zuriickzufiihren
sein.

3. Grofle Gitterstorungen

Mit zunehmenden Gitterstérungen, 7., > 1, wird
die in der Intensitédtsverteilung enthaltene Infor-
mation iiber die Einzeldefekte immer geringer. Ge-
mafl (46) lassen die asymptotischen Bereiche der
Verzerrungsstreuung am lingsten Riickschliisse auf
die Einzeldefekte zu. Eine pauschale Information
gibt die Maximal-Intensitdt beziehungsweise die
integrale Breite der Verteilung. Einen Néaherungs-
wert fiir die Maximal-Intensitidt kann man auf ver-
schiedene Weise finden: entweder durch Absché-
schitzung des Integrals

|F|* .

Imax =N ” [exp{— Re To(rmn)} dtmn ;

oder, unter Benutzung von (22), durch Abschétzung
der Héiufigkeitsverteilung der maBgebenden Ver-
zerrungen in den leichter verzerrten Gittergebieten
fir eine Modell-Verteilung der Defekte — oder
durch einen Ansatz, der die richtige integrale Inten-
sitdt und im Mittel das richtige, durch (46) beschrie-

bene, asymptotische Verhalten liefert. Man erhilt
027N |F|2v2(c|C| K)3 (47)

Imax

und daraus mit
(47)/3 R,3 = ([ 1d7y)/Imax

den integralen Radius R, der Verteilung im rezi-
proken Gitter **
R, ~6(c/v) |C| K. (48)

Fiir die Debye-Scherrer-Linien (23) lassen sich
die Maximal-Intensitit und die integrale Breite
exakt angeben:

In\‘\\ 91 .
DS T T4 c|C[1\3’

Bos— 2 o1k 4o
DS = 93 vl | K. (49)

* Die tatsichlich zu beobachtenden Oszillationen in der Inten-
sitdtsverteilung sind vor allem deswegen verwaschen, weil
die im Kristall vorhandenen Defekte unterschiedliche Ver-
zerrungsfelder verursachen.

** Die bei Krivoglaz 12 auf S. 254 angegebene Maximal-Inten-

sitdt ist um einen Faktor 2 zu klein, der integrale Radius

um 25% zu grof3.
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4. Die Lage der Quasi-Linien

Die Verschiebung der Quasi-Linien gegeniiber den
reziproken Gitterpunkten des ungestorten Gitters
wird durch Im 7, beschrieben. Mit (24), (36b)
und (42) erhilt man

Ax dm [ 1—2v 2 V3+1
k__‘B{ 1+’+'[1 y3l /3 — ”vc
bk 91_”+016 — 50
AT (50)

Die Quasi-Linien sind also weniger stark verschoben
als die regulidren Reflexe 26.

Das Ergebnis (50) erhalt man, entsprechend der
Stokes-Wilsonschen Néherung, auch durch Berech-
nung des Mittelwertes der mafigeblichen Verzerrun-
gen. Fir die durch (50) beschriebene Verschiebung
der Linien ist der Mittelwert der durch die Richtung
von k definierten Komponenten ¢, des Verzer-
rungs-Tensors mafligebend, wobei die unmittelbare
Umgebung der Defekte durch eine Bedingung

iekkl = lekkfmax

aus dem Mittelungsbereich auszuschlieBen ist. Diese
Begrenzung des Mittelungsbereiches im Gitter ent-
spricht im reziproken Gitter einem Abschneiden der
Streufunktion durch zwei Ebenen, die senkrecht
zum reziproken Gitterpunkt und symmetrisch zu
seinem Endpunkt liegen. Bei einer anderen Begren-
zung der Bereiche konnen sich Werte fiir die Ver-
schiebung der Quasi-Linien ergeben, die sich we-
sentlich von dem in (50) angegebenen Wert unter-
scheiden. Dies ist eine Folge der Nullpunkts-
Singularitit des mit (36) zugrundegelegten Ver-
schiebungsfeldes.
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Zur Bestimmung der magnetischen Suszeptibilititsanisotropie X.
und der Rotationsviskositit vy, nematischer Fliissigkeiten

G. Heppke und F. Schneider

Institut fiir Anorganische und Analytische Chemie und Iwan N. Stranski-Institut fiir Physikalische
und Theoretische Chemie der Technischen Universitat Berlin

(Z. Naturforsch. 28 a, 994 —1001 [1973] ; eingegangen am 1. Marz 1973)

Determination of the Anisotropy of the Magnetic Susceptibility ya
and of the Twist Viscosity yy in Nematic Liquid Crystals

A glass sphere filled with a nematic liquid crystal has been suspended in a homogeneous magnetic
field by a thin thread with known restoring moment. Sudden changes of the field direction with respect
to the director of the nematic liquid crystal cause rotary oscillations of the sphere. This motion is
studied for various initial conditions as a function of field strength. In general, we observe damped
oscillations superimposed by an exponential decay function, a theoretical description of which is
given in terms of coupled differential equations. Their solution provides two parameters: The field
dependence of the oscillation frequency yields the anisotropy of the magnetic susceptibility ya .
The twist viscosity p; can be calculated from the damping of the oscillations as well as from the
exponential decay function obtained with high magnetic fields. For MBBA we find y,=1.32X10—7
at 22 °C. 7y, differs for both methods which is being discussed.

1. Einleitung

Fiir nematische Flissigkeiten ist es kennzeichnend,
dall bereits geringe Magnetfeldstarken ausreichen,
um groflere Proben homogen zu orientieren ! 2. Der
Einfluf} des Magnetfeldes auf die nematische Flissig-
keit wird durch die Anisotropie der magnetischen
Suszeptibilitat bedingt, die daher eine wichtige Eigen-
schaft der nematischen Phase darstellt. Die Kenntnis
ihrer Grofle ist zur Beschreibung der Orientierung
sowohl unter statischen als auch dynamischen Bedin-
gungen notig. Entsprechend liefern Untersuchungen
der elastischen 4 und viskosen > ® Eigenschaften oft
nur das Verhaltnis der interessierenden Mefgrofle
zur Suszeptibilitdtsanisotropie.

Weiterhin stellt die Anisotropie der magnetischen
Suszeptibiliat die zuverldssigste MeBgrofle zur Er-
mittlung der Temperaturabhéangigkeit des Ordnungs-
grades dar®. Wenn die Suszeptibilititsanisotropie
des entsprechenden Einkristalls bekannt ist, kann
der Ordnungsgrad absolut bestimmt werden 7.

Die magnetischen Eigenschaften von p-Azoxyani-
sol (PAA) wurden bereits von Foex 8 mit einer ma-
gnetischen Waage untersucht, entsprechende Experi-

mente wurden in neuerer Zeit wieder von Gasparoux
et al. ® sowohl am N-(p-Methoxybenzyliden)-p-n-bu-
tylanilin (MBBA) als auch am PAA durchgefiihrt.
Die Suszeptibilitdtsanisotropie ergibt sich bei diesen
Untersuchungen aus der Differenz der Me3werte der
nematischen und der isotropen festen bzw. fliissigen
Phase. In einem weiteren Experiment haben Gaspa-
roux und Prost !* die von Zwetkoff - 12 angegebene
Methode wieder aufgegriffen, bei der das von einem
rotierenden Magnetfeld auf eine nematische Probe
ausgelibte Drehmoment gemessen wird. Allerdings
weisen die nach beiden Methoden bestimmten Mel-
werte einen Unterschied von ca. 20% auf, der von
den Autoren auf Schwierigkeiten bei der Methode
mit dem rotierenden Magnetfeld zurtickgefiihrt wird.

Die hier vorgeschlagene Methode zur Ermittlung
der Suszeptibilitatsanisotropie entspricht dem Ver-
fahren mit einem Drehmagnetometer fiir Einkri-
stalle 13, bei dem die Suszeptibilititsanisotropie aus
der Erhohung der Schwingungsfrequenz mit der
Magnetfeldstirke bestimmt wird. Die Verwendung
einer nematischen Phase an Stelle des Einkristalls
bringt die Schwierigkeit mit sich, folgende Voraus-
setzungen zu erfillen: Einerseits muf} in der Probe



